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Аннотация: Для абстрактной динамической системы рассмотрена зада-
ча удержания движений в заданном подмножестве пространства историй
движения. Изучается случай неразложимого множества помех. Предло-
жена конструкция разрешающей квазистратегии, опирающаяся на метод
программных итераций.
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Введение
Рассмотрена задача удержания движений абстрактной динамиче-
ской системы в заданном множестве — простой случай позиционной
дифференциальной игры [1]. Решение задачи ищется во множестве
квазистратегий. Новым в постановке является отказ от свойства раз-
ложимости [5] множества помех. В задачах управления это свойство
определяется как возможность «склейки» двух допустимых помех
в любой момент времени. Пример отсутствия разложимости мно-
жества помех дает случай непрерывных (постоянных) помех. В ка-
честве основы предлагаемого решения использован непрямой метод
программных итераций [3]. Отсутствие топологических требований
компенсируется увеличением количества итераций [2].
1. Постановка задачи
Обозначения. Через P(T ) (через P′(T )) обозначим все (все непу-
стые) подмножества множества T . Если A и B — непустые множе-
ства, то BA есть множество всех отображений из множества A в
множество B. Если при этом f ∈ BA и C ∈ P′(A), то (f |C) ∈ BC
есть сужение f на множество C: (f |C)(x) , f(x) ∀x ∈ C. В случае,
когда F ∈ P′(BA), полагаем (F |C) , {(f |C) : f ∈ F}.
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Динамическая система. Фиксируем непустое подмножество I
вещественной прямой R в качестве аналога временного интервала
и непустое множество X, задающее область изменения простран-
ственных переменных. Если t ∈ I, то It , {ξ ∈ I | ξ 6 t} и
It , {ξ ∈ I | ξ > t}. Выделяем множество C ∈ P
′(XI) в качестве ана-
лога траекторий. Фиксируем непустые множества Y и Ω ∈ P′(YI)
— допустимые реализации помехи. Полагаем D , I ×C × Ω — фа-
зовое пространство системы, понимаемое как пространство состо-
яний управляемого процесса. Для любых t ∈ I, x ∈ C обозначим
Z0(x | I
t) , {x′ ∈ C | (x′ | It) = (x | It)}.
Фиксируем (в качестве аналога «системы») отображение S : D 7→
P
′(C) такое, что ∀t ∈ I, ∀τ ∈ It ∀x, x
′ ∈ C и ∀ω, ω′ ∈ Ω
S(t, x, ω) ∈ P′(Z0(x | I
t)), (1)
((x | It) = (x′ | It))⇒ (S(t, x, ω) = S(t, x′, ω)) , (2)
(h ∈ S(t, x, ω))⇒ (h ∈ S(τ, h, ω)), (3)
(
(S(t, x, ω) | Iτ) = (S(t, x, ω′) | Iτ)
&(h ∈ S(t, x, ω))&(h′ ∈ S(τ, h, ω′))
)
⇒ (h′ ∈ S(t, x, ω′)). (4)
Если (t, x, ω) ∈ D, то S(t, x, ω) есть множество всех траекторий «си-
стемы» (1)–(4), отвечающих начальной истории x до момента t и
действию помехи ω после момента t.
Фиксируем начальную историю (t0, x0) ∈ I×C. Все дальнейшие
построения проводятся с целью формулировки и решения задачи
удержания для этой начальной истории. Выделим в D множество
SP(t0,x0) всех состояний управляемого процесса, возникших в систе-
ме из начальной истории (t0, x0) при реализации всех возможных
помех: SP(t0,x0) , {(t, x, ω) ∈ D | t ∈ It0 (x | I
t) ∈ (S(t0, x0, ω) | It)}.
Для каждого (t, x, ω) ∈ SP(t0,x0) определим множество допусти-
мых (совместимых) помех: Ω(t, x, ω) , {ω′ ∈ Ω | (S(t0, x0, ω) | It) =
(S(t0, x0, ω′) | It)}. Тогда Ω(t0, x0, ω) = Ω для всех ω ∈ Ω.
Процедуры управления и задача удержания. Управляю-
щая сторона для формирования пучка траекторий использует непу-
стозначные неупреждающие мультифункции из P(C)Ω. Итак, для
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(t, x, ω) ∈ SP(t0,x0) определим множество M(t,x,ω) допустимых про-
цедур управления — квазистратегий:
M(t,x,ω) ,
{
α ∈
∏
ω′∈Ω(t,x,ω)
P
′(S(t, x, ω′)) | ∀ω1, ω2 ∈ Ω(t, x, ω) ∀τ ∈ I
(
(S(t0, x0, ω1) | Iτ) = (S(t0, x0, ω2) | Iτ)
)
⇒
(
(α(ω1) | Iτ) = (α(ω2) | Iτ)
)}
.
Пусть множество D ∈ P′(I×C), описывающее заданные фазовые
ограничения, удовлетворяет условиям: (t0, x0) ∈ D, (t, x) ∈ D) ⇒
({t} × Z0(x | I
t) ⊂ D). Определим на его основе множество N вида
N , (D × Ω) ∩ SP(t0,x0) и поставим целью управления удержание
состояний системы во множестве N. Мы будем считать ее достижи-
мой для начального состояния (t, x, ω), если для некоторой квази-
стратегии α ∈ M(t,x,ω) выполнены включения (τ, h, ν) ∈ N, ∀τ ∈ It,
∀h ∈ α(ν), ∀ν ∈ Ω(t, x, ω).
Для начальной позиции (t0, x0) это эквивалентно удержанию те-
кущих позиций системы в пределах D при любых реализациях по-
мехи ν ∈ Ω.
2. Квазистратегии, разрешающие задачу удержания.
Оператор программного поглощения и его итерации. Пусть
H ∈ P(SP(t0,x0)), (t, x, ω) ∈ SP(t0,x0) и ν ∈ Ω(t, x, ω). Обозначим
Π(ν | (t, x, ω), H) , {h ∈ S(t, x, ν) | (τ, h, ν) ∈ H ∀τ ∈ It}. (5)
В терминах (5) введем оператор A ∈ P(SP(t0,x0))
P(SP(t0,x0)) (про-
граммного поглощения): для любого H ∈ P(SP(t0,x0))
A(H) , {(t, x, ω) ∈ H | Π(ν | (t, x, ω), H) 6= ∅ ∀ν ∈ Ω(t, x, ω)}.
Для произвольного ординала α, следуя методу трансфинитной
индукции [4, п. I.3], введем α-итерацию Aα ∈ P(SP(t0,x0))
P(SP(t0,x0))
оператора A: при α = 0 положим A0(H) , H , ∀H ∈ P(SP(t0,x0));
если α имеет предшественника (пусть это ординал γ), примем Aα ,
A ◦Aγ ; для предельного ординала α, положимAα(H) , ∩β≺αA
β(H),
∀H ∈ P(SP(t0,x0)).
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Обратимся к вопросу о разрешимости в выбранном классе квази-
стратегий задачи удержания. Пусть ординал σ строго больше мощ-
ности множества N. Тогда справедливы следующие утверждения.
Утверждение 1. Для любой (t, x, ω) ∈ Aσ(N) выполняется
включение Π(· | (t, x, ω),Aσ(N)) ∈ M(t,x,ω).
Теорема 1. Выполняется равенство
A
σ(N) = {(t, x, ω) ∈ N | ∃α ∈M(t,x,ω) :
(τ, h, ν) ∈ N ∀τ ∈ It ∀h ∈ α(ν) ∀ν ∈ Ω(t, x, ω)}.
В силу теоремы 1 исходная задача удержания разрешима, если
и только если (t0, x0, ω0) ∈ A
σ(N) для некоторого ω0 ∈ Ω; при
этом (см. утверждение 1), в случае ее разрешимости квазистратегия
Π(· | (t0, x0, ω0),A
σ(N)) реализует это решение.
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